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Rys. 4.12. Schemat obwodu 
do wiczenia 4.5

Ćwiczenie 4.6. Rozwa my obwód pokazany na rysunku 4.13. Zak adamy, e 
prze cznik by  zamkni ty przez bardzo d ugi czas poprzedzaj cy chwil  t  0. 
Znajd  wyra enia na i(t) oraz v(t).

Odpowiedź: 
 ( ) 1,0     dla  0� �i t t  

 / 0,5 0,5e    dla 0,��� � �t t  

 ( ) 0     dla  0� �v t t  

 / 100e    dla  0 ,��� � �t t  

gdzie sta a czasowa   5 ms.

Rys. 4.13. Schemat obwodu 
do wiczenia 4.6

4.4. Obwody RC oraz RL zasilane źródłami dowolnego kształtu

Po wst pnym zapoznaniu si  z obwodami RL i RC przedyskutujemy nieco bardziej 
ogólnie problemy zwi zane z ich rozwi zywaniem. W tym rozdziale zajmiemy si  
obwodami, które zawieraj  jeden element magazynuj cy energi  – albo indukcyjno , 
albo pojemno .

Rozwa my obwód pokazany na rysunku 4.14(a). Obwód znajduj cy si  wewn trz 
obudowy mo e sk ada  si  z dowolnej kombinacji oporów i róde . Pojedyncza in-
dukcyjno  L jest wyprowadzona na zewn trz i pokazana w sposób jawny. Przypo-
mnijmy, e mo emy znale  obwód zast pczy Thévenina dla obwodów sk adaj cych 
si  ze róde  i rezystancji. Równowa nik Thévenina to niezale ne ród o napi cia 
vt(t) po czone szeregowo z rezystancj  Thévenina R. Zatem ka dy obwód sk adaj -
cy si  ze róde , rezystancji i jednej indukcyjno ci mo na przedstawi  za pomoc  
równowa nego obwodu przedstawionego na rysunku 4.14(b). (Oczywi cie w podobny 
sposób mo na zredukowa  dowolny obwód zawieraj cy ród a, rezystancje i poje-
dyncz  pojemno ).

2 A 2 Ht  0 v(t)10 

iR(t) iL(t)

100 V

t  0

v(t)

i(t)100 100 

1 H
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(a) (b)

Obwód 
z o ony 

z rezystancji 
oraz róde  

L L

R

i(t)vt(t)

Rys. 4.14. Obwód (liniowy – przyp. t um.) z o ony z rezystancji i róde  oraz jego schemat 
zast pczy sk adaj cy si  z szeregowego po czenia ród a napi cia i rezystancji po czone z jedn  
indukcyjno ci .

Zapisuj c równanie wed ug II prawa Kirchho  a dla obwodu z rysunku 4.14(b), 
otrzymujemy

 ( ) ( )
d

d
� � t
iL Ri t v t
t

. (4.37)

Po podzieleniu stronami przez rezystancj , otrzymamy

 ( )
( )d

.
d

� � tv tL i i t
R t R

 (4.38)

Ogólnie rzecz bior c, równanie dla dowolnego obwodu zawieraj cego jedn  induk-
cyjno  lub jedn  pojemno  mo na zapisa  w postaci

 ( )
( ) ( )

d
,

d
� � �
x t

x t f t
t

 (4.39)

gdzie x(t) reprezentuje pr d b d  napi cie, które chcemy wyznaczy . W kolejnym 
kroku, szukamy rozwi zania równania (4.39), które spe nia warunki pocz tkowe (takie 
jak np. pr d pocz tkowy p yn cy przez cewk  indukcyjn ).

Sta a  (która w tym przypadku jest sta  czasow ) zale y tylko od rezystancji 
oraz indukcyjno ci (lub pojemno ci). ród a s  reprezentowane funkcj  f (t), któr  
b dziemy nazywali funkcj  wymuszaj c . Je li w naszym obwodzie nie ma róde  
(jak np. w obwodzie z rysunku 4.1), to funkcja wymuszaj ca jest równa zeru. Dla 
róde  sta opr dowych, funkcja wymuszaj ca jest sta .

Równanie (4.39) nazywamy równaniem ró niczkowym pierwszego rz du, ponie-
wa  pochodna najwy szego rz du jest pierwszego rz du. Jest to równanie liniowe, 
poniewa  nie zawiera pot g ani innych nieliniowych funkcji x(t) lub jej pochodnych. 
Zatem, aby rozwi za  obwód RL (lub RC), musimy znale  ogólne rozwi zanie 
liniowego równania ró niczkowego pierwszego rz du o sta ych wspó czynnikach.

Rozwiązanie równania różniczkowego

Z wa nego twierdzenia z dziedziny równa  ró niczkowych wynika, e ogólne roz-
wi zanie równania (4.39) sk ada si  z dwóch cz ci. Pierwsza cz  nazywana jest 

Ogólne rozwi zanie równania 
(4.39) sk ada si  z dwóch cz ci.

4.4. Obwody RC oraz RL zasilane źródłami dowolnego kształtu
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rozwi zaniem szczególnym xp(t) i jest to dowolne wyra enie spe niaj ce równanie 
(4.39). Zatem,

 ( )
( ) ( )

d
.

d
� � �p

p
x t

x t f t
t

 (4.40)

Rozwi zanie szczególne jest równie  nazywane wymuszon  odpowiedzi , po-
niewa  zale y od funkcji wymuszaj cej (która z kolei wynika z niezale nych róde ).

Nawet je li dane rozwi zanie spe nia równanie ró niczkowe, mo e nie by  zgod-
ne z warunkami pocz tkowymi, takimi jak pocz tkowe napi cie na kondensatorze 
lub nat enie pr du w indukcyjno ci. Dodaj c kolejny cz on, znany jako rozwi zanie 
ogólne (uzupe niaj ce), otrzymujemy rozwi zanie, które spe nia zarówno równanie 
ró niczkowe, jak i warunki pocz tkowe.

W przypadku funkcji wymuszaj cych, z którymi b dziemy mieli do czynienia, 
cz sto mo emy wybra  posta  rozwi zania ogólnego na podstawie analizy funkcji. 
Zazwyczaj rozwi zanie ogólne zawiera cz ony o takich samych postaciach funkcyj-
nych jak cz ony wyst puj ce w funkcji wymuszaj cej i jej pochodnych.

Sinusoidalne funkcje czasu s  jednym z najwa niejszych rodzajów funkcji wy-
muszaj cych wyst puj cych w elektrotechnice. Na przyk ad, rozwa my funkcj  wymu-
szaj c  postaci
 ( ) ( )10 cos 200  .�f t t  

Poniewa  pochodne funkcji sinus i cosinus s  równie  funkcjami sinus i cosinus, 
spróbujemy znale  rozwi zanie ogólne w postaci

 ( ) ( ) ( )cos 200 sin 200 ,� �px t A t B t  

gdzie A i B s  sta ymi, które nale y wyznaczy . Warto ci tych sta ych mo na wyli-
czy  przez podstawienie proponowanego rozwi zania ogólnego do równania ró nicz-
kowego i porównanie obu stron równania. W ten sposób uzyskamy równania, na 
podstawie których wyznaczymy warto ci A i B. (W rozdziale 5 omówimy skrócone 
metody rozwi zywania wymuszonej odpowiedzi obwodów ze ród ami sinusoidal-
nymi).

Druga cz  rozwi zania ogólnego jest nazywana rozwi zaniem komplemen-
tarnym xc(t) i jest to rozwi zanie równania jednorodnego

 ( )
( )

d
0.

d
� � �c

c
x t

x t
t

 (4.41)

Równanie jednorodne otrzymujemy przez podstawienie za funkcj  wymuszaj c  
zera. Zatem, posta  rozwi zania komplementarnego nie zale y od róde . To rozwi -
zanie jest równie  nazywane odpowiedzi  naturaln , poniewa  zale y od elemen-
tów pasywnych obwodu. Rozwi zanie komplementarne trzeba doda  do rozwi zania 
szczególnego, a eby otrzyma  ca kowite (pe ne) rozwi zanie spe niaj ce warto ci 
pocz tkowe pr dów oraz napi .

Równanie jednorodne mo emy przekszta ci  do postaci

 
( )

( )

d /d 1
 .

�
�

�c

c

x t t
x t

 (4.42)

Rozwi zanie ogólne (nazywane 
równie  wymuszon  odpowie-
dzi ) jest to dowolne wyra enie 
spe niaj ce równanie.

Aby otrzyma  rozwi zanie, 
które spe nia warunki 
pocz tkowe, musimy 
do rozwi zania szczególnego 
doda  rozwi zanie ogólne.

Równanie jednorodne 
otrzymujemy przez podstawienie 
za funkcj  wymuszaj c  zera.

Rozwi zanie komplementarne 
(równie  nazywane naturaln  
odpowiedzi ) otrzymujemy 
rozwi zuj c równanie 
jednorodne.
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Po obustronnym sca kowaniu równania (4.42), dostajemy

 ( )ln ,
�
�

� �� 	
 �c
tx t c  (4.43)

gdzie c jest sta  ca kowania. Równanie (4.43) jest równowa ne

 ( ) ( )/ /e e e  .� �� � �� �t c c t
cx t  

Nast pnie, je li zde  niujemy sta  K jako K  ec, to rozwi zanie komplementarne 
przyjmie posta
 ( ) /e  .��� t

cx t K  (4.44)

Metoda rozwiązywania krok po kroku

Poni ej podsumowano kolejne etapy analizy obwodów sk adaj cych si  z rezystancji, 
ród a oraz cewki indukcyjnej (lub kondensatora):

1. Napisz równanie obwodu i zredukuj je w taki sposób, by uzyska  równanie ró -
niczkowe pierwszego rz du.

2. Znajd  rozwi zanie ogólne. Szczegó y zwi zane z wykonaniem tej operacji zale  
od postaci funkcji wymuszaj cej. Na przyk adach, w wiczeniach oraz dodatko-
wych zadaniach przedstawili my kilkana cie rodzajów funkcji wymuszaj cych.

3. Wyznacz ca kowite rozwi zanie przez dodanie do rozwi zania szczególnego roz-
wi zania komplementarnego, które jest dane równaniem (4.44). Równanie to 
zawiera dowoln  sta  K.

4. Skorzystaj z warunków pocz tkowych, by wyznaczy  warto  sta ej K.

Ca  powy sz  procedur  zilustrujemy przyk adem.

 Przykład 4.6.   Analiza stanu nieustalonego w obwodzie RC  ze źródłem 
sinusoidalnym

Oblicz pr d w obwodzie przedstawionym na rysunku 4.15. Kondensator jest pocz t-
kowo na adowany do napi cia vC(0+)  1 V.

Rys. 4.15. Obwód pierwszego rz du ze 
ród em sinusoidalnie zmiennym. Patrz 

przyk ad 4.6

Rozwiązanie

Na pocz tek zapiszemy równanie napi ciowe dla t > 0. Poruszaj c si  zgodnie ze 
wskazówkami zegara po oczku i dodaj c kolejne napi cia, otrzymamy

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
d 2sin 200 0.� � � ��

t

CRi t i t t v t t
C

 

2 sin(200t)

R  5 kt  0

vC(t)

vC(0)  1 V

i(t)
C

1 F

Krok 1: Napisz równanie 
obwodu i zredukuj je w taki 
sposób, by uzyska  równanie 
ró niczkowe pierwszego rz du.
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